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NÉHÁNY CSOPORTELNiGLETI FERDESZORZAT TIPUS  
i . . V 1 L+.~ .A A~1. ~f'1' -: Y •.. 
Megyesi László IV, mat .mat, szak, 
BOLY at IN WET 
.A ferdeszorzatok módszere egyike az algebra legfontosabb eljárd 
sainak, Az alapgondolat lényegében llarniltont í►1 származik; A strukturák 
ferdeszorzatának definició ára nézve lásd Rédei )l.01 102, 
•Rédei László professzor 4j dolgozatában egy igen általános ferde 
szorzatot dofiniálu, a egyben  ennek alk.almazábait adja a. nsoportelmél& •  
ben, 
Legyen adva két. csoport G és f' az 	a. b. 	illetve az e, 
elemekkel (.e. illetve . egységelemek és G 	et T` E ) Ezek Rédel • 
féle ferdeszorzata a 
( n) 	6- 4o r 	( a, or) (1,-, 1 : 	(CL Vwp" (  4oe.r./3) 
szorzásszabállyal van .definiálva, al:ol 	Pr `~ , g°~ e  G , a 	r 
ős ezek a megfelelő változóktól függő kétváltozós függvények, of 
Ennek a dolgozatnak a célja a G doh .hoz 'hasonló, ferdeszor 
zat7tipuisok definiálása, és ezeknek vizsgálata. Ezekhez a ferdeszorzat 
tipusokhoz a következőképpen juthatunk, 
Megtartva az (1) szorzásszabályban szeropiő 	á ,/3 
illetve 0..t.,0(6; /3 függvényeket, eleket permutálva, vigyázva arra, hogy 
szorzásszabály szimmetriája megmáXadjon, kapjuk a 
( 2.) 	(,:oC' . C a ,  04) ( 1-A) ~ ( ~ °` ~°C Q 	~ d ~ ~~ . 	 ,  
‚3.) 	.(, 3o r : 	( a, a i ( ,~t  ~~ = ( ‚'ö .a 	D( ~  ,~ , ~. p) , ( ~ .) 	G 4 o r = 	(u ()  (4-1 (3):,    ( V'  ~°` ~, 	~ 4, 11- ix~~ .  
( S. 	< < 	, (y 5 0 r : 	(Gl~ ÓC) .  (Jr'(3 )  a ( p°4 a. >'Sa r  04 	/3 a )3. ;  ~ 41 	G 4oC' : 	iafoal Ctc13 1 	ea- l3°` r 0. 6.p 04 	L  
szorzásszabályokat, Megmutatjuk, hogy adott G. r° esetén bármely Cf sp  
csoport izomorf egy G:W csoporttal, és forditva. Ugyanez érvényes a  
G &P ős G 4 or --ra, illetve „se 1' és G  `D  r' --ra vonatkozóan Is.  
A 2. dolgozatban G1.0 helyett Cro jelölés szerepel. 	 - 
A J: s& 30 r` cso ort . 
Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy lia a G és P. csoportok Abel  
félék. akkor (1) egybeesik (2). (3). (4)0 (5)A (6)-tál és akkor külön vizs-
gálatra nincs szűkség.  
Elsőként a Gsor csoportot tekintjük . Az alábbi tétel bizonyitásának 
gondolatmenete egyei. kik a[2) 3 	-ban található 1. tétel bizonyitásával.  
Ehhez felhasználjuk a következő állitást  
Ahhoz. hogy az  összes (ow l" csoportot megkapjuk° elegendő a def  
niciób. an a 
Cj► 3 o f' 	( 41 (.0 (1„13) a .. (Ct ~°~ ~P7 / oC l'a 6A) (e4=I/ C)  
esetre szoritkozni° és csak az ( e,E) egységelemmel rendelkező csapa- 
. tokát mégádni, . - ... _ . 
Bizonyitás céljából vegyük figyelembe, hogy 13°4 4°`/ oe; a. 
függvények nincsenek egyértelműen meghatozva, helyettük /3"« ; ó~~-~,~ 
k & g` -4 r 	i; 41, 1r ° -t helyettesitve, ahol 	or t!e G); 4'iE( egyváltozós - függ - 
vényeke . a szorzásszabályban nincs változás. Ha oe` -1, q a és 	~r" 4 e- 
akkor e 4 _ t , £"_ e a A függvényekmost már egyértelműen meghatározottak.  
A második rész bizonyitásához tegyük fel° hogy adott egy S = (,sor  
csoport (r° g) egységelemmel. Ha bevezetjük a  
c8) 	i 	(a.,00 	r ,Áa ; a 4' ) 
permutációt. akkor Rédei [4] í61-162° vagy Rédei X32 Sr 	szerint az ere- 
detivel izomorf S° csoporthoz jutun ko ha a következő. uj u szorzást definiál-
juk 
(g.) 	0.l 01 ~ ?~  00) _ .'Ú (T-4 (a,oC)  f  (j - A (,~ , 13)I 
Mivel 	I ,, : (c1.,oC ) --, (,r-Qf o( g j 	kapjuk  ~ 
~ 
(~14•) 	( 0-,000,,A)-,      ( a ( j~  y ) ~ 4 _ ~ ,v_- ,~. ) °` p  i  -- ( a Q  ) 'r ~ (,~- a) `r.~V3-) -,  
ámely ismét a (3)-as alaku szorzásszabély, csupán a 
20 	 . 	 . 	 . 







az 1464 ) illetve (4 ~4 -ből 	helyettesi , ,  
(q4) 	.(13 2)'44.1 	(•r° irr, 	r
~ 	
ter 
~ Q a 8- 	helyóa~ , 1 r 
Tehát S i-nek  . az , egysógeleQne ( e , ~ 
~ , tételo 
 
Ahhoz, hogy a (3) -rnal definiált fr~a~ ss~~} cso~o~tt 
legyen az ( 	 í szükaéges és elégskstsat2. 
füg~vón~ekre a ~:ővc~ tke ző_ ~ ltó . , 
.....,.ep_ ~.   
telek teljesek. 
= ` ( rP) a-(5';l a 
~a a  
~ 	 (7:r(4:114 
 
~ 	~-  _   
C 	~ C't  = te a IC 6:1 41  
(~ 




4 á _ ~ ,¢aJ 
C !3°t 	/3 ~~ a ~ 
Megjegyzés Ezekből még a kővetkező egyszerűbb feltételek követ- 
keznek 
 
(24) 	C a.  6(7  
(2 2.) 	r 	-  
mégpedig . (241 ) 	és 	( 22 f ) . 
tésévela és (43.1 ) ~ (444) alkalmazásával. Hasonlóan 	( 242) ~ (2 2 t ) 
( 4 C L ) 	illetve 	f41,) -ből 	ct y  oz a vval (4 3 2) (~4g1. ffiegzts6> 
~	. 
gével következik. 	 ~ 
Láthatóa hogy a fenti feltételek páronként duálisak. aiPi azt jelenti,  
hogy az egyik oldalon álló egyenletből a másik oldalon lévőt a görög és 
a latin betük felcserélésével és a tényezők sorrendjének a felcserélésével  
kapjuk. Ez , a dualitás a (3) szorzásszabály azim me:triájából következik, 
 
Bizon3Ws; A bizonyitás során alkalmazzuk a dualitást, 	hazy 
(e  E) 	. egységelem legyen 
függvények vannak /31 $  
a 	; $a t oc I. , Q ~ 
3, 
(a,a)(e ~ fj ~ (a  ~ °` e °` E  
1 	 _ 	 ~ ~  
	
ala dnZe 2 iik8ó ea és éle) endól h 
(0(E. 
  a £ ~ ~ ~  C. 	) = i a, 	~ Pa 	g 	g 	aS Y , ~ .  
t25.1 	Ea e°`=  e 	~ 0. ~ ^ a 
ás a duális egyenletek teljesüljenek. Látható, hogy 	( e,  E  ) 	akkor  
és csak akkor egységelemo ha (12) teljesül#, 6gyelembevéve azt. hogy 
e , 	e °` _ E, 	mindig fennáll. A következőkben (12)-4  
külön megjegyzés nélkül fogjuk alkalmazni.  
Az aaazociativitds feltétele  
(26) . 	(0./3 a I+ar OC$ QtP/3)(e-r qi - (0. 04 ( I,- C~  P) C  
két egyenletre bomlik' amelyek közül a.° egyik a következő ( az q. faktor  
törlésével ) 
.e a 	r er 	L. oc a 	c a A 	(
C C  y)  d' 	AC } a 
a másik ennek duálisa° 
A bizonyitás olymódon történik, hogy megmutatjuk (13) o  (22) 
ekvivalens (27)-tel.  
Ha (27)-ben a:e ut helyettesi tnk' mivel a jobboldal ezáltal nem vdl.•  
tozotáo a kapott egyenletekből (27)-tel való összehasonlítás ős /3a -val 
való egyezerűsités után a  
C ~ 2S•} 	~, eitat' 	a . 	a /3 c d 
6 
ó 
egyenlethez jutunk, am elyből 	r-  E , « _ £ 	esetén (.21i) 	= e . _ e 	. 
esetén (224) adódik. (21 1) illetve(22 1) pedig 	P: E, --ra (13) -t  illetve 
(141) --t adja. 
(27)-ből a = e /3= F c ; e esetén éppen(20 1 ) áll elő. A dualitás miatt 
(27)-ből következik (13)'(14)4(20), (21)0 (22)o Forditva : (211 ) ős (202 ) illetve 
(22 1 ) é8 (202 ) felhasználásával kapjuk( (21 1 ). és (221 )-t b , (3 helyett gv, a l'A  
-ra alkalmazzuk) : 	6.  .i I. 	 ~  
Ps 
 ~ 	~ 
( 2 9.) 	L Q- oc A - ~ d 	 ~ a `~ . or 6 ~ Q,~ j 
 
d  A. _ C 
(3 0.1 	~Q 6. ~ ~ _ 
~~ ~~ 
	~~~ k~ 	~ á ~~ Ezek felhasználásával ( 29)-ből 	 ~ . 	 ' ~ 
,2. ~- « ~. ~ t3 ~ .) ~ a a (3,c 
	
. 
(30).4ó1. pedig  
40 
(32) 	 T °`t- ag 	 1" /3  
egyenletek állnak elő% anlclyek tegitségével (27) igy alakul °  
(33.)  	(j4  a  /' e4 6  C 	C acirc  ó )  e4 	
(°~t: 6 r 
 
Tehát (27) ekvivalens (33)9 .(13)9 (14),(20)A(21) Q(22)'velo Most .már (27)  
helyett (33)9 (l3),(14),(20),(21)0(22)0-t tekInt, üko (33)401  
(34.) 	 ~• c•`& _ 	( .e,` ő 	(. c)  
áll elő, ahonnan először 	 esetén (lEi) adódik, ina,jd (34) €3aldda 
.gin..M i„;j._fva (20 1 )=t ós az igy kapott egyenletbe (15) alapján végezve 
holyettesitóst (be ) " -val való egyszerüsités után, (1 .L) következik,. For  
ditva, ha érvényes (15)0 (18), (2Q), akkor (33) ban először (2) t lbaaz-
nblva .c, a helyett bic=re a jobboldalon, majd (18 1 )-1 használva e, y he- 
lyett c -ra alkalmazva szintén (33) jobboldalán:: akkor 
(3S) 	 °` 	c 	 /3 	(] C  7) c C ,s-c) 	( 
 
egyenlet jön létre ° 	 . 
• 	 Figyelembe véve. hogy (151) t e helyett 	T ~ c . ~ 	-re alkalmaz  
~ 
	
36 . 	 ~-a ( ~C~ a ~ 	 ~ r ~ I 	(~ ~~3e4] d ( 	 ) ~ 	) 	 ~ 	 - _. 	./ 
hoz jutunk, 6s azt,. hogy (20) és  (2l)  miatt 
tr O c/5 	 .  ben ra°._ A C6  
5 
(3 0 	(3°` iv`  	 a. 	c °` 	_ (p cr 	/f°`  ( 7 t3c 8)  ,(  ó 
Ezen egyenlet mindkét . oldalán Q01) scgtlsóg -u~ vel 	~°{ -t kiv 9̀hetiűk a 
tényezők közül és egyszerűsithetünk vele. Igy . előáll 
~ 






(7'c . I  




	C °` R 	(Ac  a) °'. ( óibC  /Vx   
kö vetkezik, másrészt (40)--ből is következik (39), mert ha (40j.' minden o(- 
ra fennáll, akkor fennáll az 	ot ~ 	alaku 	= kra is, 
Ezáltal adódott, hogy -(27)4. .ycva._;=1; r- (40)( 13) (14), (15), (18)0 	. 
(20)a (21), (22)-velo Ezen egyenletek sutbontása következik a továbbiak=-  
va 
(35) a következő alakra hozható 
bang 





c e. IX) c oic‹- 	, 
( Q(04) _ 4  — 	-oc 
- 1 
~ =- (e ~,£) 
( 	a.  ~ oc —1 a.
- 4 1  i 
(40)-ből adódik ?...:E 	esetén (161 )0 o_e esetén pedig ( ,~~7,)0 
a 
~ 151) -~t b ~ c helyett e n~ ~, ~ e 	-ra alkalmazva 	 , ; ~ 
i 4 41 	
C C  g ~~ 	~ c ~ c ~ _ /rG ~ I ~, ~ i  (íyj ~ . 
C~ 	) 	c` 	~ 	i  
egyenlethez vemtD ahol 	(c 6) 14 '=. E 	(142 ) miatt. $a C 6 74 42tV(201 ) 
Watt. s igy ( 40) a következőképpen alakithat6 ( a baloldalon még ( 561) -t  
ia 
 
használva )  ~ 
(h2•) 	ad c°`  l3 ~j G AC CA c ?)°` Cc B) °`t" ' /  
C 6  
Ebben ez egyenletben (161 ) alapján helyettesitést végezhetünk0 majd 
az igy előálló egyenlet mindkét oldalán (20k ) segitaégével (c8 la -t ki=  
vihetjük a tényezők közülo és egyszerüsithetünk vele. Ekkor 
	
0 3.) . ( c )
i c f' 	( ' 1 J 	 a  ` o
(2' 







~ 	( (3 C ? )) 
~ 	(~ I . Ol 
egyenlet jön létre amelyet (43)-mai egybevetve éppen (19) adódik. 
Ezáltal bebizonyitottuko hogy (27). (13)=(222 egyenletekkel ekvivalens.  
Hátravan az inverz .elem létezésének bizonyitása0 Könnyen belátható a 
hogy 	 ; 	 . 
1 1 S) . 	(a, E) (e.,od = (af«) 	
s  
továbbá az is. hogy (x: "Y X' ~ 	 stb, jelöli az xyD ~" stb. inverzét) ~ 







c ~ a 
	
~ 
s ha bebizonyiaka hogy 
Elesendő (47)-et bizonyitani. illetve a következő egyenletek teljesülés ét 
(04'9 x (04"4-4)  ° e 
ot -a —9 
. 
0.< — AC  
Előszór (50;et bizonyi0uka  
Legyen b 	~ '°` { ~ 	/.3 = 01 ...1  . 
,E. = 
 
c.( -13 	- azaz_ 
(21n) felhasznaltVával • 
Mivel 
-- oC 	C 
 
60 
( 5fl) 	oe :: ~ e s  a(  ,tad a 	~ b 	-oc m A 
 
:, 
(49) bizon)itása. céljából Icg3•en 	,,., _, 	._ce - 4  
(51) miatt 	 4( e - 01 
(142)=bő,l 4-` _ £ 
a igy (154)-t alkalmazva :  




g °' c°`_ E  
(.4 -°` 4 )(04°' 1  -z e 
Mos t (171) felliasználva 	(3 _ ol "4 	~ 7 2 04 	esetén  ~ 
.• 	(64-4 ) A   	o„ o' ~ 4) °' 
tehát (53) szerint e 





 ..1 1 °` 
ami a2i jelenti; hagy G=-ben 	( 6,4 -4)s 
	
-Oa 	=nak inverze ( ,~ 
tehát (49) is teljesül° 
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. o  
Megjegyzés 	Az (20)-as egyenletek alapján a ::szorzásszabály  
igy írható 	G 30 r -ban ~ 	 a 
(a, 00( 1, 13) 	.‚L'3°'. , a •  
Ez nem tekinthető 	G 40 f' 	szorzatnak, mert 	a A  és Q, .0 
nem csupán A 	-tól és 	oC -tóld illetve a-tól és b-től üggnek.  
A Gsoh csoport.  
A G soP ferdeszorzat a G 30i hoz hasonlóan vizsgálható meg,  
Kapjuk, hogy a• G so fI akkor és csakis akkor csoport o ha  
Q e . 7 13ct 
 
teljesül, vagyis amikor az (5) szorzásszabály (1) A#ie megy  át, 
Gzoirz~ csoportok: . 
Ezen ferdeszorzat= lipusók vizsgálata is a 	• G 30P - lioz 
hasonlóan mehetni Megállapitliató v hogy alalaoz e Logy az összes  
illd 	G4or 	ill Geo r csoportokat megkapjuk elegendő arra az  
esetre szoritkozni, amikor ( e. ' e ) az egységelem 
Felirva az asszociativitást _kifejező_egyenleteket, látható, _ laogy a• 
Guff_  é a 	G do  r -éból c a G  40r aé a 	G 3 °  P -MA 
7J 
a 	G go 1' -9é a G soP -éból ugy áll elő° hogy a . tényezők sorrenti--  
jét felcseréljük.  
Ezért ha ugyanazokat a lépéseket elvégezzük G 20! -•vai mint G 1011 
--val 	G4o P -•val. mint 	C> sor -valo Cdol' -val. mint C t;or-  
val. a rájuk vonatkozót tétel bizonyitása során, a különbség csupán az  
lesz, hogy minden egyenletben a tényezők sorrendje forditott lesz. igy a  
feltételeket kifejező egyenleteknél is. A forditott sorrendit tényezőkkel ren-
delkező egyenletek felhasználása az inverz elem létezésének bizonyitáa6 
nál nem okoz semmi zavart. 
Az L tétel megfelelője könnyen megadható a C ss Í', Cr 4or ' 6-6 0P  
-ra vonatkozóan is. Az eddigiek szoros kapcsolatot mutatnak a • &to és' 
a G 4oP 40 (1 és a Cr30P a Cr 6 0  és a GSor  
közt. Ezt még in kább mutatja ' a következő  
2. tétel. Adott G ( ~Í~ esetén a 	ri j ' 'i" N G 	fű+ggvényekkel  
elölálló ( ' C , E 	)  egységelemmel rendelkező 	G. io r 	sz orzat- 
csQport izomorf azzal az 	( ~ ~ £) 	egységelemmel rendelkező 	G 2011 
csoporttal. amely 	(6% 4 ) -64-4, (j ) 	( („1" 4/ 8  (d' g~ függvények se- 
! . 
gíteégévél' álf élőn és az izomorfizmust 	"ff: (n<v 1—' (0:1/ ^./1   ' !eké ezés 
adja megy Fordítva adott G r esetén 2a; (P  ‚ &„ 	függvények kel  
e18411ó (¢ £ ) . egzsisflemmel rendéi  kenő Crto r csoport izomorf azzal  
az ( e £ 	) gységelemme! rendelkező 	6 40 (1 csoporttal:  amely  
 (:3 ') "°~~' l 	 ( 
(á ~~, 
r 	p(' 4~
,,Qt  -1 	
füg~vények 	 éyeí . g . 
elő. és az  izomorfizmust !1 adja „meg , 
Megjegyzés , A fenti állilás igaz maradi ha 	Cr 40r, 6-ion helyett 
a s zö' égben '6sof , & ho p 'I vagy 	Cr So f'r 6:66  Í1 . =t helyettesitünk.  
Bizony i tás > Elegendő a tételt csak a 	G 40I G2 esetén elvégezni,  
Szoritkozhatunk az első rész bizonyítására, Legyen megadva ,S=G 4o(1. : . 
csoport . ( e, . ) 	egységelemmel..a függvények legyenek•&°{ 1 . (3O6 o. i
Rédei C113 2. § -a szerint tekintve a 	Tf . T -9 : 	(a,o')  
permutációt. S-hez izomorfS hőz jutunk. ha S -ben bevezetjük a követ-
kező a uj» szorzást  
8. 
1 	 /1 	I~{{(-  [~ 	
(/~~_~
/►~~  




Q 	C 4. 
b  .4  - ~ I 
 .. 	~ a '~ 1 ~°'~~4 ~ $-4 ,.°‘ °'4 	
~ -~ e ~'fQ ° - 	 !.~ J 	) 	c~ (~ a~ 1 
Láthatáo hogy S° ( i. E ) 	egységelemmel 	G. 20 P 	cs opor  
a a szorzásszabályban szereplő függvények a tent megjelöltek.  
Typ0.11 des -sc111efen' P ouktes 	 der  
' ' ' Iri dér 'vőrligénden Arbeit warden notwendige und hinreiai,ende  
Bedingungen angegeben° unter denen die echiefen Produkte (2)-(0  
von •zwei Gruppen G. er eme ruppe bildeno. Die echiefen Produkte 
(Z)-(6) entstehen sus dem Rédeisclien schteíen Produkt (1) durch  
die Permutattonen der Faktoren. aber die Symmetrie der Faktoren in 
G und 11 wird feattgehalteno  
Irodalomjegyzék.  
10 Rédei ; Algebra I 0  
2, Rédei ó Die Anwendung des sclitefen Produktes in der Gruppen  
ihedrie° Journal f, d, reine u, angew0 
Math. 1889 /1950/ 201-2270 	 . 
